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Exercice 1 : Suite implicite

A. Approximation d'un terme

1) Montrer que l'équation x3−x−1 = 0 admet une unique solution sur R et que cette solution (notée α) appartient
à l'intervalle ]1; 2[.

2) En posant f : x 7→ x3 − x− 1, montrer que la dérivée f ′ ne s'annule pas sur [1; 2].

3) On pose I = [α, 2] et pour tout x ∈ I, g(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Construire le tableau de variations de g sur [α, 2] et en déduire que l'intervalle I est stable par g.

4) Pour obtenir des approximations de α, on dé�nit une suite (un) par u0 = 2 et pour tout n ∈ N, un+1 = g(un).
Démontrer que pour tout n ∈ N, on a un ∈ I.

5) Montrer que la suite (un) est décroissante minorée. En déduire que (un) converge et que sa limite est α.

B. Comportement de la suite

1) Pour tout n ∈ N \ {0; 1}, établir les variations de la fonction fn : x 7→ xn − x − 1 et montrer que l'équation
xn − x− 1 = 0 admet une unique solution αn sur R+ et véri�ant αn ∈ ]1; 2[.

2) Soit n ∈ N \ {0; 1}. Montrer que pour tout x ∈ [1; 2] on a fn(x) ≤ fn+1(x).

En déduire que fn(αn+1) ≤ 0 puis αn+1 ≤ αn.

3) Montrer que la suite (αn) converge. On note ` sa limite.

4) Supposons ` > 1. Montrer que la suite (fn(`)) tend vers +∞.

En déduire qu'il existe n ∈ N \ {0; 1} tel que fn(`) > 0 puis fn(αn) > 0. Conclure.

Exercice 2 : Fonction exponentielle

A. Inégalité de Bernoulli

1) Pour tout X ∈ [−1;+∞[, pour tout n ∈ N, montrer l'inégalité (1 +X)n ≥ 1 + nX.

2) En déduire pour tout X ∈ ]−∞; 1], pour tout n ∈ N, montrer l'inégalité (1−X)n ≥ 1− nX.

B. Composition des accroissements in�nitésimaux

Soit x ∈ R. On dé�nit pour tout n ∈ N, un =
(
1 +

x

n

)n

et vn =
(
1− x

n

)n

.

1) Montrer que pour tout n ∈ N tel que n > |x| on a un > 0.

2) Soit n ∈ N tel que n > |x|. Montrer l'égalité
un+1

un
=

(
1 +

x

n

)(
1− x

(n+ 1)(n+ x)

)n+1

.

3) Montrer qu'il existe N ∈ N tel que N > |x| et pour tout n > N ,
x

(n+ 1)(n+ x)
< 1.

En déduire pour tout n > N l'inégalité
un+1

un
≥

(
1 +

x

n

)(
1− x

n+ x

)
.

4) En déduire que la suite (un) est croissante à partir du rang N .

5) Justi�er de même que la suite (vn) est croissante et strictement positive à partir du rang N .

6) En déduire que la suite (unvn) est croissante et strictement positive à partir du rang N .

7) Montrer que la suite (unvn) est majorée par 1. En déduire qu'elle converge.

8) En déduire que les suites (un) et (vn) convergent.
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